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5ABSTRAK
Studi prakiraan kemunculan gempa hingga kini masih terus dikembangkan, baik dari aspek
seismologi maupun dari aspek probabilistik. Kemunculan gempa merupakan suatu
phenomena alam yang sifatnya acak baik dalam ruang maupun waktu. Salah satu model
stokastik yang dapat menerangkan phenomena seperti ini adalah point process yang
dikarakterisasikan oleh intensitas bersyaratnya (conditional intensity), disingkat CI.
Pada penelitian ini dikonstruksi likelihood temporal point process yang dibangun
berdasarkan konsep Poisson stasioner. Dalam hal ini, CI dipandang sebagai suatu proses
renewal dimana CI bergantung hanya pada selisih waktu sejak waktu kemunculan kejadian
yang terakhir. CI yang bersesuaian untuk proses ini disebut hazard rate yang merupakan
kunci dalam teori likelihood proses kemunculan gempa. Hasil konstruksi likelihood temporal
point process selanjutnya digunakan untuk mengestimasi Hazard Rate Temporal Point
Process untuk waktu antar kejadian berdistribusi keluarga eksponensial.
Kata kunci: hazard rate single decrement, prakiraan gempa, temporal point process, waktu
antar kejadian.
6BAB I. PENDAHULUAN
A. Latar Belakang
Diketahui bahwa hampir 20% populasi penduduk dunia hidup pada zona seismic yang
aktif (Amiri dan Tabatabaei, 2008). Dalam 50 tahun terakhir, setengah penduduk di 50 kota
terbesar dunia antara lain Jepang dan Indonesia bermukim di sepanjang patahan (fault) yang
diketahui dapat terjadi gempa besar. Dengan demikian, jelas bahwa pembangunan sosio
ekonomi negara-negara tersebut rawan terhadap kerugian-kerugian yang diakibatkan oleh
bencana alam seperti gempa. Gempa bumi adalah suatu fenomena alam yang kejadiannya
bersifat acak, yaitu tidak teratur dalam ruang dan waktu. Secara umum sumber terjadinya
gempa bumi ada 3, yaitu gempa bumi tektonik, vulkanik, dan akibat runtuhan. Gempa bumi
tektonik biasanya terjadi di pertemuan batas lempeng (plate boundary) yang saling
bersinggungan. Gempa bumi terjadi diawali dengan akumulasi tekanan di sekitar batas
lempeng, sehingga banyak terjadi aktifitas gempa di lokasi tersebut.
Indonesia merupakan salah satu negara yang berpotensi terjadi gempa tektonik, sebab
merupakan daerah pertemuan tiga lempeng tektonik besar, yaitu lempeng Indo-Australia,
Eurasia, dan Pasifik. Lempeng Indo-Australia dan Eurasia bertemu di lepas pantai Sumatera,
Jawa, dan Nusa Tenggara, sedangkan lempeng Indo-Australia dan Pasifik bertemu di utara
Irian dan Maluku Utara.
Gambar 1. Peta Tektonik Kepulauan Indonesia
7Walaupun konsentrasi akumulasi tekanan akibat tabrakan lempeng berada di sekitar
batas lempeng, pengaruhnya bisa jauh sampai beberapa ratus kilometer dari batas lempeng.
Hingga kini prakiraan waktu kemunculan gempa pada suatu lokasi masih sulit diperkirakan
sehingga usaha pengembangan metodologi prakiraan gempa masih terus dilakukan baik dari
aspek seismologi maupun aspek probabilistik. Dalam dekade terakhir, penggunaan konsep
probabilistik dalam seismologi terutama model kemunculan gempa, telah meningkat dalam
konteks analisis seismik hazard (Seismic Hazard Analysis).
Istilah statistik seismologi pertama kali diperkenalkan oleh Aki pada tahun 1956
(Yilmaz, 2004), kemudian diadopsi oleh Vere-Jones (1995). Subjek utama dalam statistik
seismologi adalah point process yaitu suatu model stokastik yang dapat menerangkan
kejadian-kejadian alam yang sifatnya acak baik dalam ruang maupun waktu. Pada model ini,
gempa dipandang sebagai koleksi acak titik-titik dalam suatu ruang, di mana masing-masing
titik menyatakan waktu atau/dan lokasi dari suatu kejadian. Kemunculan gempa umumnya
dipandang sebagai suatu proses Poisson. Pada proses ini, kemunculan tersebut bersifat
memoryless dan saling bebas terhadap kemunculan-kemunculan lainnya. Dalam penelitian
ini, diambil waktu antar kejadian dua gempa berurutan sebagai variabel acaknya dimana
waktu sejak kemunculan gempa terakhir dapat diobservasi.
Salah satu parameter penting dalam kajian analisis probabilitas rawan kegempaan
(Probabilistic Seismic Hazard Analysis (PSHA)) adalah hazard rate di mana prakiraan
gempa dapat diformulasikan sebagai fungsi hazard rate. Hazard rate merupakan kunci dalam
teori likelihood proses kemunculan gempa (Ogata (1999); Byrdina dkk. (2006). Jika hazard
rate diketahui, maka simulasi proses yang bersesuaian dapat dilakukan. Oleh karena itu,
penting untuk memperoleh model parametrik yang tepat untuk hazard rate gempa.
Pada penelitian ini ditinjau kasus di mana selisih waktu sejak kejadian terakhir tidak
tergantung pada selang sebelumnya yang dikenal dengan proses pembaruan (renewal
process). Pada model ini, digunakan waktu antar kejadian (inter-event time) dua gempa yang
berurutan sebagai variable acaknya. Kesulitan yang muncul adalah adanya keterlibatan
distribusi selisih waktu sejak kemunculan kejadian yang terakhir. Sejumlah model distribusi
yang sering digunakan antara lain: Gaussian, Weibull, log normal, gamma, dan Pareto
(Yilmaz dan Celik, 2008). Namun, hingga kini belum dapat diklaim distribusi yang paling
tepat untuk waktu antar kejadian dua gempa yang berurutan. Kesulitan lain yang muncul
adalah estimasi hazard rate likelihood point process (HRLPP) yang digunakan dalam
mengestimasi parameter hazard rate tidak selalu dapat diselesaikan secara analitik. Di
8samping itu hasil estimasi menggunakan HRLPP hanya dapat digunakan untuk menganalisa
waktu kemunculan kejadian berikutnya dalam selang observasi sehingga belum dapat
digunakan untuk memprakirakan waktu kemunculan kejadian untuk satu periode yang akan
datang di luar selang observasi. Oleh karena itu perlu dilakukan kajian lebih lanjut pada
estimasi hazard rate model temporal point process yang melibatkan beberapa model
distribusi.
B. Perumusan Masalah
Umumnya hazard rate gempa diestimasi menggunakan persamaan likelihood point process
seperti yang dilakukan oleh Vere-Jones (1995), Ogata (1999), dan Sunusi,N dkk (2008).
Meskipun penelitian tentang estimasi hazard rate model point process pada kemunculan
gempa telah dilakukan oleh Darwis, dkk (2009) dan Sunusi,N dkk (2010) , namun hasil yang
diperoleh masih terbatas pada kajian hazard rate dengan waktu antar kejadian (inter-event
time) dua gempa berurutan diasumsikan berdistribusi eksponensial. Di samping itu hasil
estimasi yang diperoleh hanya dapat digunakan untuk menganalisa waktu kemunculan
kejadian berikutnya dalam selang observasi sehingga belum dapat digunakan untuk
memprakirakan waktu kemunculan kejadian untuk satu periode yang akan datang di luar
selang observasi. Oleh karena itu, pada penelitian ini dirumuskan masalah sebagai berikut:
1. Bagaimana mengkonstruksi likelihood temporal point process dengan Conditional
Intensity yang dipandang sebagai proses pembaruan (renewal process) ?
2. Bagaimana mengestimasi hazard rate model temporal point process untuk waktu
antar kejadian (interevent time) yang berdistribusi keluarga eksponensial (exponential
family) menggunakan (1) ?
3. Bagaimana mengembangkan metode estimasi yang diperoleh pada (2) untuk beberapa
kasus distribusi waktu antar kejadian untuk mengestimasi hazard rate pada tiap satu
periode berikutnya di luar selang observasi ?
4. Bagaimana menentukan model parametrik hazard rate yang diperoleh pada (3)
sehingga dapat digunakan untuk memprakirakan peluang kemunculan gempa yang
akan datang ?
5. Bagaimana memetakan daerah-daerah yang berpotensi/rawan terjadinya gempa
menggunakan hasil yang diperoleh dari (4).
9C. Tujuan Penelitian
Berdasarkan masalah yang dirumuskan di atas, maka tujuan penelitian ini adalah sebagai
berikut:
1. Mengkonstruksi likelihood temporal point process dengan Conditional Intensity yang
dipandang sebagai suatu proses pembaruan.
2. Mengestimasi hazard rate model temporal point process untuk waktu antar kejadian
yang berdistribusi keluarga eksponensial.
3. Mengembangkan metode estimasi hazard rate untuk beberapa kasus waktu antar
kejadian untuk mengestimasi hazard rate pada tiap satu periode berikutnya.
4. Menentukan model parametrik yang tepat untuk nilai hazard rate yang diperoleh dari
(3) yang akan digunakan untuk memprakirakan peluang kemunculan gempa yang
akan datang.
5. Membuat peta daerah-daerah yang rawan gempa untuk suatu periode tertentu.
D. Manfaat Penelitian
Sebagaimana yang telah dikemukakan dalam latar belakang dan rumusan masalah,
serta tujuan penelitian, maka kajian ini diharapkan memberikan manfaat antara lain:
a. Manfaat Keilmuan:
Memberikan pemahaman yang jelas mengenai konsep point process khususnya
pengembangan metode estimasi sehingga dapat diaplikasikan untuk mengungkap
phenomena-phenomena alam yang kemunculannya bersifat acak baik dalam ruang
maupun waktu.
b. Manfaat Praktis:
Memberikan informasi kepada para peneliti, pengguna, dan pengambil
keputusan, mengenai penggunaan model stokastik yang tepat untuk menganalisa
peluang waktu kemunculan gempa pada suatu lokasi tertentu.
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E. Urgensi Penelitian
Hingga saat ini, studi prakiraan waktu kemunculan gempa masih merupakan hal yang
senantiasa dikaji, baik dari aspek geofisika, seismologi, maupun dari aspek probabilistik.
Tinjauan dari aspek probabilistik memandang kemunculan gempa sebagai suatu phenomena
acak yang dapat dikaji melalui pendekatan proses stokastik. Dengan mengetahui prakiraan
kemunculan gempa berdasarkan aspek probabilistik, maka diharapkan dapat diperoleh
informasi secara dini sehingga dapat dilakukan antisipasi untuk mengurangi segala resiko
yang mungkin terjadi.
F. Luaran Penelitian
Berdasarkan tujuan penelitian yang diuraikan di atas, maka selama 2 tahun target luaran dari
penelitian ini adalah sebagai berikut:
Tahun I :
1. Satu buah publikasi pada jurnal Internasional/ jurnal Nasional
2. Satu buah draf buku ajar yang akan digunakan pada mahasiswa S1
3. Satu presentasi ilmiah tingkat Internasional
Tahun II :
1. Satu buah publikasi pada jurnal Internasional
2. Satu buah draf buku ajar yang akan digunakan pada mahasiswa S2.
3. Satu presentasi ilmiah tingkat Internasional.
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BAB II. TINJAUAN PUSTAKA
Dalam point process, fungsi intensitas bersyarat (Conditional Intensity function)
disingkat CI yang didefinisikan sebagai turunan dari perubahan peluang kemunculan kejadian
memegang peranan yang sangat penting seperti yang dikemukakan oleh Ogata pada tahun
1999. Hal ini disebabkan karena fungsi intensitas bersyarat mengkarakterisasikan point
process yang bersesuaian. Misalnya, jika intensitas bersyarat hanya bergantung pada waktu
atau kejadian sekarang, maka bentuk intensitas bersyarat seperti ini mengkarakterisasikan
proses Poisson tak stasioner. Sedangkan untuk intensitas bersyarat yang bergantung hanya
pada selisih waktu sejak waktu kemunculan kejadian terakhir, maka hal ini merupakan proses
pembaruan. Intensitas bersyarat yang bersesuaian dengan proses ini disebut hazard rate.
Hazard rate didefinisikan sebagai peluang munculnya suatu kejadian sesaat setelah pada
selang waktu , diketahui belum ada kejadian hingga saat . Topik utama penelitian
ini adalah mengkaji estimasi hazard rate suatu temporal point process dan aplikasinya pada
prakiraan kemunculan gempa.
Hazard rate merupakan kunci dalam teori likelihood proses kemunculan gempa
(Ogata (1999); Byrdina dkk. (2006); Abaimov dkk. (2007)). Jika hazard rate diketahui, maka
simulasi proses yang bersesuaian dapat dilakukan. Salah satu parameter penting dalam kajian
analisis probabilitas rawan kegempaan (Probabilistic Seismic Hazard Analysis (PSHA))
adalah hazard rate di mana prakiraan gempa dapat diformulasikan sebagai fungsi hazard
rate. Oleh karena itu, penting untuk memperoleh model parametrik yang tepat untuk hazard
rate gempa.
Kajian estimasi hazard rate gempa telah banyak dilakukan oleh para ahli. Mˆarza dkk.
(1991), Vere-Jones (1995), dan Ogata (1999) mengestimasi hazard rate gempa menggunakan
pendekatan parametrik, yaitu melalui persamaan likelihood point process yang disebut
Hazard Rate Likelihood Point Process, disingkat HRLPT. Persamaan likelihood proses ini
dikemukakan oleh Vere-Jones (1995) dan Ogata (1999) sebagai persamaan non linear, di
mana solusinya seringkali diselesaikan secara numerik. Metode yang digunakan oleh Vere-
Jones dan Ogata ini terbatas pada estimasi hazard rate untuk selang observasi. Selanjutnya,
Sunusi dkk. (2008) menggunakan persamaan likelihood point process temporal yang
dikonstruksi melalui pendekatan Riemann Stieltjes dalam estimasi hazard rate tersebut untuk
waktu tunggu berdistribusi eksponensial. Metode ini menggunakan sekumpulan waktu
kemunculan kejadian dalam suatu selang waktu observasi. Studi estimasi hazard rate juga
dikemukakan oleh Darwis dkk. (2008) dengan menggunakan maksimum likelihood dan
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mencocokkannya dengan model Gompertz. Untuk memperbaharui model hazard pada lokasi
dan waktu tertentu, digunakan pendekatan kuadrat terkecil sekuensial (least square
sequential).
Studi stokastik kemunculan gempa telah digunakan sejak beberapa tahun yang lalu.
Pendekatan probabilistik prediksi magnitude gempa pada suatu patahan tertentu dikemukakan
oleh Rikitake (1974) dan Ogata (1999). Ferraes (2003) mengestimasi selang waktu tunggu
hingga kemunculan gempa berikutnya (earthquake recurrence time) menggunakan konsep
peluang bersyarat (conditional probability). Konsep ini menjelaskan bahwa jika gempa tidak
terjadi pada selang waktu sejak kejadian gempa terakhir, maka gempa akan terjadi pada
saat peluang bersyarat maksimum. Model ini menerangkan bahwa umumnya gempa besar
akan berulang sepanjang segmen patahan yang sama atau batasan lempeng. Kajian tentang
diprakiraan kemunculan gempa melalui analisa hazard rate juga telah dilakukan oleh Sunusi
dkk (2010). Pada penelitian tersebut ditinjau waktu antar kejadian berdistribusi
linear/uniform dan eksponensial. Hasil yang diperoleh memperlihatkan bahwa estimasi
hazard rate yang menggunakan asumsi uniform atau linear serupa dengan estimasi hazard rate
untuk asumsi eksponensial, kecuali pada penyebut memuat informasi waktu kemunculan
kejadian sehingga lebih informatif dibandingkan solusi uniform atau linear.
Dalam hal prakiraan, kesulitan yang muncul adalah adanya keterlibatan distribusi
selisih waktu sejak kemunculan kejadian yang terakhir. Sejumlah model distribusi yang
sering digunakan antara lain: Gaussian, Weibull, log normal, gamma, dan Pareto (Yilmaz dan
Celik, 2008). Sunusi, N dkk (2008a) juga telah mengkaji Brownian Passage Time model
sebagai distribusi selisih waktu sejak kemunculan kejadian yang terakhir. Namun, hingga
kini belum dapat diklaim distribusi yang paling tepat untuk waktu antar kejadian dua gempa
yang berurutan.
Berkaitan dengan topik penelitian ini, dalam lima tahun terakhir kami telah
melakukan kajian pustaka dan beberapa penelitian sederhana yang dapat digunakan dalam
penelitian ini. Hasil kajian pustaka diantaranya adalah kami telah mengetahui hasil-hasil
penelitian yang terkait dengan topik ini. Selain itu, kami telah mendapatkan beberapa
makalah yang terkait dengan masalah ini. Diantaranya kami telah melakukan estimasi hazard
rate gempa menggunakan data gempa dari catalog Engdahl menggunakan metode estimasi
Hazard Rate Likelihood Point Process (HRLPP) (Sunusi, 2008).
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Gambar 2. Road Map Penelitian
 METODE PENELITIAN
Berkaitan dengan masalah yang telah dikemukakan di atas, maka pada penelitian ini
diuraikan metode penelitian dengan tahapan sebagai berikut :
a. Tahap Inisiasi
Pada tahap ini dilakukan penelusuran literature (jurnal terbaru) yang berkaitan dengan
penelitian. Konsep dasar pendukung yang berkaitan dengan topik penelitian juga
dikaji pada tahap ini.
b. Tahap Investigasi
Tahap investigasi di awali dengan kajian konsep point process khususnya
temporal point process. Kajian temporal point process difokuskan pada proses
dimana waktu kemunculan kejadian hanya bergantung pada selisih waktu sejak waktu
kemunculan kejadian yang terakhir, yang disebut proses pembaruan (renewal
process). Pada proses ini ditinjau distribusi waktu antar kejadian (inter-event time)
yang berdistribusi keluarga eksponensial (exponential family). Dalam kasus ini,
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Conditional Intensity yang bersesuaian disebut hazard rate. Pada tahap ini juga
dilakukan pengkonstruksian likelihood dengan memanfaatkan konsep Poisson
stasioner.
c. Tahap Pengembangan
Pada tahap ini dilakukan pengembangan pada metode estimasi parameter
Conditional Intensity. Metode yang dikemukakan di sini yaitu suatu metode yang
diadaptasi dari studi aktuaria yang biasa digunakan dalam pembentukan tabel
mortalita yang disebut dengan metode single decrement. Dalam proses estimasi ini,
ditinjau dua asumsi bahwa banyaknya gempa yang terjadi pada selang waktu sejak
kejadian yang terakhir adalah merupakan fungsi linear dan eksponensial. Estimasi
menggunakan pendekatan single decrement ini dilakukan melalui dua cara yaitu
melalui metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) dan metode Moment. Pada
tahap ini pula dilakukan penentuan model parametrik yang tepat (terbaik) untuk nilai
hazard rate yang diperoleh dari hasil estimasi. Penentuan model parametrik ini
dimulai dari model yang paling sederhana yaitu model linear, selanjutnya model
kuadratik, dan model kubik.
d. Tahap Verifikasi
Pada tahap ini dilakukan verifikasi model dengan melakukan uji kecocokan
model yang diperoleh pada tahap pengembangan. Hasil yang diperoleh digunakan
untuk membuat simulasi prakiraan waktu kemunculan gempa untuk suatu lokasi
tertentu. Selanjutnya, dengan proses yang sama dilakukan untuk lokasi yang berbeda.
15
Gambar 2. Bagan Penelitian
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JADWAL PELAKSANAAN
Penelitian ini akan dilakukan selama dua tahun, dengan uraian sebagai berikut:
TAHUN I.  Mengkonstruksi Likelihood Temporal Point Process dan Mengestimasi
Hazard Rate Temporal Point Process. (April 2013 – Nop 2013).
Pada tahun pertama, kami akan berkonsentrasi untuk mengkonstruksi likelihood temporal
point process dengan conditional intensity yang dipandang sebagai proses renewal. Di
samping itu dilakukan estimasi hazard rate kemunculan gempa dengan langkah-langkah
sebagai berikut:
I. a. Mendefinisikan proses Poisson Stasioner pada garis.
I. b. Menentukan peluang tidak ada titik-titik atau kejadian dalam suatu selang dengan
panjang berdasarkan hasil I.a.
I. c. Menentukan peluang memperoleh satu kejadian pada selang dan tidak
ada lagi kejadian yang tersisa pada jika terdapat n kejadian pada selang
.
I. d. Menetapkan distribusi peluang untuk waktu antar kejadian.
I. e. Menentukan fungsi kumulatif berdasarkan I.d.
I. f. Menentukan fungsi ketahanan (survival function) berdasar I.e.
I. g. Mengestimasi Hazard Rate menggunakan persamaan likelihood yang dikonstruksi
pada I.a.
I. h. Menghitung Hazard Rate gempa berdasarkan hasil I.g. menggunakan data gempa
dari USGS.
I. i. Mengembangkan metode estimasi yang digunakan pada I.g.
I. j. Membandingkan hasil estimasi yang diperoleh dari I.g dengan I.i secara teoritis.
I. k. Jika hasil estimasi yang diperoleh dari I.j. lebih representative, maka proses I.h
diulangi menggunakan data yang sama.
I. l. Membandingkan hasil I.h. dengan I.k.
I. m. Menyusun artikel berdasarkan keseluruhan hasil pada Tahun I untuk dipublikasikan
pada jurnal Internasional.
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Secara rinci langkah-langkah tersebut dituliskan dalam tabel berikut :
AKTIFITAS Apr
2013
Mei
2013
Juni
2013
Juli
2013
Augs
2013
Sept
2013
Okt
2013
Nov
2013
Langkah I.a., I.b., dan I.c.
Langkah I.d., I.e., I.f., dan
I.g.
Langkah I.h., I.i, I.j., I.k.,
dan I.l.
Menyusun laporan untuk
monev.
Diseminasi Hasil Penelitian.
Penyusunan Artikel
Ilmiah/Draft Buku Ajar.
Submit ke Jurnal
Internasional
Monev dan Pembuatan
Laporan
TAHUN II. Menentukan Model Paramaetrik untuk Hazard Rate yang Diperoleh Pada
Tahun I, Memprakirakan Peluang Waktu Kemunculan Gempa, serta Memetakan
Daerah yang Berpotensi Gempa. (April 2014 – Nop 2014).
Pada tahun kedua, kami akan berkonsentrasi pada penentuan model parametric yang akan
digunakan pada prakiraan peluang kemunculan gempa pada suatu lokasi tertentu Secara rinci
langkah-langkah penelitian pada tahun ke dua ini adalah sebagai berikut :
II.a. Membuat model parametrik untuk hazard rate yang dimulai dengan model linear.
II.b. Melakukan uji kecocokan model untuk model hazard rate yang diperoleh pada II a.
II.c. Jika hasil pada II.a belum merepresentasikan model hazard rate dengan tepat, maka
proses dilanjutkan pada model kuadratik.
II.d. Mengulang II.b. untuk model hazard rate yang diperoleh pada II.c.
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II.e. Proses dilanjutkan pada model kubik apabila hasil dari II.d belum
merepresentasikan nilai hazard rate yang bersesuaian.
II.f. Memprakirakan peluang waktu kemunculan gempa pada lokasi tertentu untuk satu
periode berikutnya menggunakan model terbaik yang diperoleh dari langkah
sebelumnya.
II.g. Melakukan simulasi menggunakan hasil II.f. untuk lokasi yang lain.
II.h. Menyusun peta daerah-daerah yang berpotensi terjadi gempa berdasarkan nilai
peluang yang diperoleh.
II.i. Menyusun artikel ilmiah untuk dipublikasikan pada jurnal Internasional.
Secara rinci, langkah-langkah tersebut dituliskan dalam tabel sebagai berikut :
AKTIFITAS Apr
2014
Mei
2014
Juni
2014
Juli
2014
Augs
2014
Sept
2014
Okt
2014
Nov
2014
Langkah II.a., II.b., dan II.c.
Langkah II.d., II.e., dan II.f.
Langkah II.g., dan II.h.
Menyusun laporan untuk
monev.
Diseminasi Hasil Penelitian.
Penyusunan Artikel
Ilmiah/Draft buku ajar.
Submit ke Jurnal
Internasional
Monev dan Pembuatan
Laporan
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BAB III. HASIL TAHUN I
3.1. Indikator Hasil Tahun Pertama
3.1.1 Diperoleh Konstruksi Likelihood Temporal Point Process.
Konstruksi Fungsi Likelihood
Untuk mengkonstruksi Fungsi Likelihood pada model Temporal Point Process maka
tinjau hubungan antara proses Poisson dan Percobaan Bernoulli berikut.
Hubungan Antara Poisson dan Bernoulli
a. Tinjau banyaknya kejadian dari proses poisson pada selang ( , ] = 0
Berdasarkan persamaan (2.10) diketahui bahwa{ ( , ] = , = 1,… , } = ∏ [ ( )! ( ) (3.1)
Tulis − = ∆ , Maka { ( , ] = , = 1,… , } untuk bernilai 1, ialah( ( , ] = 0) = ( (∆ ) = 0) = ∆
Dengan  menggunakan Expansi Taylor, maka persamaan (4.1) dapat dinyatakan
dalam bentuk Deret Mclaurin berikut :
Misalkan, (∆ ) = ∆
Maka diperoleh : (∆ ) = − ∆ (3.2)
Proses dilanjutkan sampai turunan ke- , sehingga diperoleh hasil sebagai berikut:(∆ ) = ∆(∆ ) = − ∆⋮(∆ ) = (− ) ∆
Selanjutya,
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( (∆ ) = 0) = (0)0! ∆ + (0)1! ∆ + …= 1 − ∆ + ( ∆ )! −⋯ (3.3)
Misalkan (∆ ) merupakan sebuah fungsi sehingga lim∆ → (∆ )∆ = 0.
Tinjau,
lim∆ → ( ∆ )2! − ( ∆ )3! + ⋯∆ = 0
Karena fungsi ( ∆ )! − ( ∆ )! +⋯ diatas dapat dinyatakan sebagai fungsi (∆ ),
sehingga( (∆ ) = 0) = 1 − ∆ + ( ∆ )2! − ( ∆ )3! + ⋯∆ = 1 − ∆ + (∆ )
b. Tinjau banyaknya kejadian pada selang ( , ] = 1
Misalkan − = ∆ , maka diperoleh
( ( , ] = 1) = ( (∆ ) = 1) = ∆ ∆
Selanjutnya dengan menggunakan persamaan (3.5), maka persamaan diatas dapat
dieskpansikan kedalam deret Mclaurin dan ditulis menjadi
( (∆ ) = 1) = ∆ ∆
= ∆ [1 − ∆ + (∆ )]= ∆ 1 − ∆ + ( ∆ )2! − ( ∆ )3! + ⋯
= ∆ − ( ∆ ) + ( ∆ )2! − ( ∆ )3! + ⋯
(3.5)
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= ∆ − 2! ( ∆ )2! + ( ∆ )2! − ( ∆ )3! + ⋯= ∆ + ( ∆ ) !( ∆ )! − ( ∆ )! +⋯
Tinjau,
lim∆ → ( ∆ ) !( ∆ )! ( ∆ )! ⋯∆= lim∆ → ( ∆ ) − 2! ( ∆ )2! − ( ∆ )3! + ⋯ 1∆= lim∆ → ∆ − 2! ∆2! − ∆3! + ⋯+ ∆!= 0
Karena Limit dari fungsi diatas = 0, Maka fungsi ( ∆ ) !( ∆ )! − ( ∆ )! +⋯ dapat
dinyatakan sebagai fungsi (∆ ). Sehingga,( (∆ ) = 1) = ∆ + ( ∆ ) !( ∆ )! − ( ∆ )! +⋯= ∆ + (∆ )
c. Tinjau Percobaan Bernoulli berikut pada saat sukses adalah 0 (Peluang tidak
terdapatnya kejadian point process)
Berdasarkan persamaan (2.16), misalkan peubah acak bernoulli dengan fungsi
distribusi peluang sebagai berikut( ) = (1 − ) = 0,1
Maka, ( = 0) = (1 − )
Kemudian misalkan = ∆ , maka akan diperoleh,( = 0) = ∆ (1 − ∆ ) = 1 − ∆
Pada saat ∆ → 0, maka fungsi (∆ ) dapat diabaikan sehingga persamaan (3.5)
dan persamaan diatas akan menjadi ekivalen.
(3.8)
(3.6)
(3.7)
(3.9)
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( ( , ] = 0) = ∆ = ( = 0) = 1 − ∆ ∎
d. Selanjutnya tinjau Percobaan Bernoulli berikut pada saat sukses adalah 1 (Peluang
terdapat satu kejadian point process) adalah,Pr( = 1) = (1 − )
Kemudian misalkan = ∆ , maka akan diperoleh,Pr( = 0) = ∆ (1 − ∆ ) = ∆
Pada saat ∆ → 0, maka fungsi (∆ ) dapat diabaikan sehingga persamaan (3.8)
dan (3.10) akan menjadi ekivalen.( ( , ] = 1) = ∆ ∆ = ( = 0) = ∆ ∎
3.1.2. Fungsi Likelihood
Dengan meninjau kembali Rate functiondari Poisson Tak Homogen , maka dengan
memandang adanya keterkaitan antara data point process dengan History-nya, konsep
fungsi kelajuan Poisson dapat digunakan untuk menganalisis point process secara
lebih umum. Diketahui,( |ℋ ) = lim→ ( (t, t+ Δt] = 1|ℋ )Δt
Berdasarkan asumsi Δt yang cukup kecil, maka persamaan(3.11) dapat dikonstruksi
menjadi : ( ( , ] = 1|ℋ ) ≈ ( |ℋ )Δt
Selanjutnya, untuk mengetahui peluang terjadinya satu kejadian, ataupun tidak
terdapat kejadian dalam suatu selang tertentu yang cukup kecil, maka akan dipandang
sebagai suatu percobaan Bernoulli, sehingga persamaan (3.12) dapat ditulis menjadi:(1 kejadian pada [t, t + Δt|ℋ ) ≈ ( |ℋ )Δt
(3.11)
(3.12)
(4.13)
(3.10)
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dan (tidak ada kejadian pada [t, t + Δt|ℋ ) ≈ 1 − ( |ℋ )Δt
Gambar 3.1. ∆ sebagai selang- selang sempit dari selang sepanjang
Misalkan terdapat selang pengamatan kejadian point process ( ̃, ] dengan ̃ adalah
waktu kejadian terakhir sebelum waktu kejadian , sehingga adalah waktu antar
kejadian. Selanjutnya akan dibagi menjadi selang bagian, dengan ∆ = / dañ = ̃ + ∆ . Peluang tidak terdapatnya kejadian pada selang ( ̃, ], adalah sama
dengan peluang tidak terdapatnya kejadian pada setiap selang bagian, sehingga :( ( ) = 0) = ( , ] = 0,… , ( , ] = 0= ( , ] = 0|ℋ … ( , ] = 0|ℋ
Berdasarkan persamaan(3.9), dengan ∆ yang cukup kecil, maka :( ( ) = 0) = lim∆ → 1 − λ(t̃ |ℋ )∆ … lim∆ → 1 − λ(t|ℋ )∆= lim∆ → ∏ (1 − λ(t̃ |ℋ )∆ )
Sehingga,
( ( ) = 0) = lim∆ → (1 − λ(t̃ |ℋ )∆ )
(3.14)
(3.15)
= −
-
∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
̃ ̃ ̃̃
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= lim∆ → exp − λ(t̃ |ℋ ) ∆= lim∆ → (exp(− ∑ λ(t̃ |ℋ ))∆ )
Karena Limit dari jumlahan bentuk eksponensial diatas, merupakan bentuk Integral
Reimann pada selang ( ̃, ], maka( ( ) = 0) = − ( |ℋ )
Gambar 3.2.peluang lebih besar dari suatu waktu
Asumsikan pengamatan sampai( − 1) kejadian dari waktu kejadian, dengan
History kejadian ℋ , akan ditentukan distribusi peluang dari waktu kejadian
selanjutnya, . Peluang lebih besar dari suatuwaktu adalah peluang tidak
terdapatnya kejadian point process antara dan , sehingga :> |ℋ = −∫ ( |ℋ )
Dan peluang kumulatifnya ialah,
≤ |ℋ = 1 − − ( |ℋ )
Selanjutnya dengan menurunkan persamaan (3.19) terhadap dapat diperoleh fungsi
distribusi peluangnya, yaitu
|ℋ = 1 − − ( |ℋ )
Misalkan = ∫ ( |ℋ ) dan = 1 − (− ), dengan menggunakan aturan
rantai dan sifat pada integral tentu, maka
ℋ
(3.16)
(3.17)
(3.18)
3.19)
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= ∫ ( |ℋ ) = ( |ℋ )
= 1 − (− ) = (− )
Sehingga,
1 − − ( |ℋ ) = ( |ℋ ) (− )
|ℋ = ( |ℋ ) −∫ ( |ℋ )
Gambar 3.3 Beberapa kejadian Point Processdengan … , merupakan waktu
kejadian pada selang (0, )
Diketahui bahwa secara umum bentuk likelihood dari suatu distribusi peluangialah
perkalian dari fungsi kepadatan peluangnya. Namun pada kasus point process, bentuk
likelihoodnya juga melibatkan perkalian terhadap peluang tidak terdapat kejadian
point process sejak waktu kejadian terakhir hingga ujung selang pengamatan.
Sehingga bentuk konstruksi fungsi Likelihood dari beberapa kejadian point process,
dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan(3.18) dan persamaan(3.20), sebagai
berikut :
= |ℋ ( , ] = 0
= |ℋ − ( |ℋ ) − ( |ℋ )
0
(3.20)
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(3.21)
(3.22)
(3.23)
= |ℋ − ( |ℋ ) … − ( |ℋ )
= ∏ |ℋ −∫ ( |ℋ )
3.2. Estimasi Parameter Conditional Intensity Function
Sebelum mengestimasi parameter Conditional Intensity maka akan dipandang proses
renewal pada fungsi tersebut.
3.2.1. Proses Renewal Pada Conditional Intensity Function
Untuk menyatakan Fungsi Intensitas Bersyarat sebagai suatu proses renewal, maka
akan ditunjukkan hubungan antara waktu antar kejadian dalam menentukan fungsi
intensitas bersyarat.
Diketahui, (tidak ada kejadian pada( , ]) = − ( |ℋ )
Peluang terdapatnya paling sedikit 1 kejadian setelah waktu kejadian terakhir dan
, merupakan fungsi distribusi kumulatif dari distribusi waktu antar kejadian, yang
dapat diperoleh dengan : |ℋ = ∫ ( |ℋ )
Sehingga, peluang tidak terdapatnya 1 kejadian pada selang tersebut adalah :(tidak ada kejadian pada( , ]) = 1 − |ℋ
Dengan menggunakan persamaan (4.13) dan persamaan(4.17), diperoleh−∫ ( |ℋ ) = 1 − |ℋ
Dan berdasarkan persamaan diatas, maka
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(3.24)
(3.25)
(3.26)
|ℋ = |ℋ − ( |ℋ )
|ℋ = ( |ℋ ) 1 − |ℋ
|ℋ = |ℋ1 − |ℋ
Selanjutnya, diketahui suatu proses renewal ialah point process yang peluang
terjadinya suatu kejadian pada suatu waktu bergantung pada waktu kejadian terakhir,
tetapi tidak bergantung pada waktu- waktu kejadian sebelumnya. Dengan kata lain,
proses renewal merupakan proses yang berdasarkan distribusi waktu antar kejadian
dan tidak berhubungan dengan History-nya. Sehingga persamaan(3.19), dapat ditulis
menjadi : |ℋ = ( − )1 − ( − ) = ( )1 − ( )
Sehingga persamaan Likelihoodnya menjadi,
= |ℋ ( , ] = 0
= (∏ ( ))(1 − ( ))
3.2.2. Estimasi Parameter Conditional Intensity Function Untuk Tiap Distribusi
Waktu Antar Kejadian
Beberapa distribusi dari waktu antar kejadian yang dipilih pada penulisan tugas akhir
ini yaitu distribusi Eksponensial, distribusi Pareto, distribusi Rayleigh, dan distribusi
Lognormal. Untuk mengamati temporal point process, maka perlu ditentukan fungsi
intensitas bersyarat untuk tiap waktu antar kejadian, kemudian akan di estimasi
parameter Conditional Intensity dengan menggunakan persamaan Likelihood.
 Distribusi Eksponensial
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(3.28)
(3.29)
Diketahui fungsi kepadatan peluag untuk variabel acak eksponensial,( ) = ( ) , ≥ 0
Dan fungsi kepadatan kumulatifnya ialah,( ) = 1 − ( ) , ≥ 0
Maka fungsi Intensitas Bersyaratnya :|ℋ = ( )1 − ( )
= ( )1 − (1 − ( ))=
Selanjutnya berdasarkan persamaan (4.26), maka fungsi likelihood untuk distribusi
eksponensial adalah :
= ( ) (1 − ( ))
= ( ) ( )
= ∑
Sehingga parameter dapat ditaksir sebagai berikut,
ln = ln −
= ln −
Maksimumkan persamaan(4.29) dengan menurunkan terhadap , kemudian samakan
dengan 0, sehingga
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(3.30)
(3.32)
(3.31)
ln = −=
Sehingga dengan mensubtitusikan persamaan (4.30) ke persamaan (4.28), diperoleh :|ℋ =
 Distribusi Pareto
Diketahui fungsi kepadatan peluang variabel acak Pareto,( ) = ( ) ; ≤ ≤ ∞; , > 0
Dan fungsi kepadatan kumulatifnya ialah,( ) = 1 − ; ≤ ≤ ∞; , > 0
Maka fungsi Intensitas Bersyaratnya :|ℋ = ( )1 − ( )
= ( )1 − 1 −=
Sehingga parameter dapat ditaksir sebagai berikut,
= ( ) 1 − ( )
= ( )
= ( ) ∗ ( ) ∗ …∗ ( ) ∗
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(4.33)
(3.34)
(3.35)
= ( )( ) ( ) … ( ) ( )ln = ln ( ) − ln(( ) ( ) … ( ) ( ) )ln = ln + ( + 1) ln − ( + 1)∑ ln + ln
Maksimumkan persamaan (4.33) dengan menurunkan terhadap , kemudian samakan
dengan 0, sehingga ln = + ( + 1) ln − ln
= ∑ ( )
Diketahui bahwa, nilai pada persamaan (3.34), merupakan nilai minimum dari nilai
yang ada. Selanjutnya untuk mendapatkan estimasi parameter Conditonal Intensity,
maka dapat diperoleh dengan mensubtitusikan persamaan (3.34) ke persamaan(3.32),
menjadi ; |ℋ = = (∑ ln −( + 1) ln )
 Distribusi Rayleigh
Diketahui fungsi kepadatan peluang variabel acak Rayleigh,
( ) = ; ≥ 0; > 0
Dan fungsi padat kumulatifnya ialah,
( ) = 1 − ; ≥ 0; > 0
Maka fungsi Intensitas Bersyaratnya :|ℋ = ( )1 − ( )
31
(3.36)
(3.37)
(3.38)
(3.39)
= 1 − 1 −=
Fungsi likelihood untuk distribusi Rayleigh adalah :
= ( ) 1 − ( )
=
= ∏ exp –∑
Maksimumkan persamaan (4.37) dengan menurunkan terhadap , kemudian samakan
dengan 0, sehingga
ln = ln − 2 ln − 2ln = −2 + ∑
̂ = ∑
Selanjutnya dengan mensubtitusikan persamaan diatas ke fungsi conditional
intensitynya maka dapat diperoleh taksiran parameter berikut :|ℋ = = ∑
 Distribusi Lognormal
Diketahui fungsi kepadatan peluang variabel acakLognormal ialah,
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(3.40)
(3.41)
( ) = 1√2 ( ) ; > 0; > 0;−∞ < < ∞
Dan fungsi distribusi kumulatifnya ialah,( ) = 12 erfc − (ln − )√2 ; > 0; > 0;−∞ < < ∞
Maka fungsi Intensitas Bersyaratnya :|ℋ = ( )1 − ( )
|ℋ = 1√2 ( )1 − 12 erfc − (ln − )√2
= √ √
Fungsi likelihood untuk distribusi Lognormaladalah :
= ( ) 1 − ( )
= 1√2 ( ) 1 − 12 erfc − (ln − )√2
= 1√2 ( ) 1 − erf ln −√22
Sehingga,
ln = ∑ ln √ – + ln √
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(3.42)
(3.43)
Karena persamaan Likelihood diatas memiliki suku yang sulit untuk diselesaikan,
maka untuk menentukan estimasi parameter fungsi Likelihood akan merujuk pada
tulisan Jiancang Zhuang dkk, yang menuliskan bahwa dan adalah mean dan
standar deviasi dari variable acak logaritma natural (misal, jika adalah variable acak
berdistribusi normal, dengan mean dan standar deviasi , maka = exp
berdistribusi Lognormal. Sehingga diperoleh,= ∑
dan, = ∑ ( )
3.2.3. Estimasi Parameter Conditional Intensity
Dengan menggunakan persamaan yang telah diperoleh pada subbab 3.2.2 diatas,
maka dapat diperoleh hasil taksiran sebagai berikut :
a. Waktu Antar Kejadian Berdistribusi Eksponensial
Tabel 1. Hasil Estimasi Parameter C.I untuk Waktu Antar Kejadian Berdistribusi
Eksponensial
No. (Hari) | No. (Hari) |
1 17 0.007352941 71 3 0.01515152
2 34 0.007407407 72 2 0.01538462
3 3 0.007462687 73 1 0.015625
4 82 0.007518797 74 5 0.01587302
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
67 8 0.014285714 133 49 0.25
68 7 0.014492754 134 61 0.33333333
69 4 0.014705882 135 36 0.5
70 6 0.014925373 136 126 1
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b. Waktu Antar Kejadian Berdistribusi Pareto
Tabel 2. Hasil Estimasi Parameter C.I untuk Waktu Antar Kejadian Berdistribusi
Pareto
No. (Hari) | No. (Hari) |
1 17 0.025 71 3 0.141
2 34 0.012 72 2 0.212
3 3 0.141 73 1 0.424
4 82 0.005 74 5 0.085
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
66 21 0.020 132 5 0.085
67 8 0.053 133 49 0.009
68 7 0.061 134 61 0.007
69 4 0.106 135 36 0.012
70 6 0.071 136 126 0.003
c. Waktu Antar Kejadian Berdistribusi Rayleigh
Tabel 3. Hasil Estimasi Parameter C.I untuk waktu antar kejadian berdistribusi
Rayleigh
No. (Hari) | No. (Hari) |
1 17 0.03125 71 3 0.00548
2 34 0.06249 72 2 0.00365
3 3 0.00551 73 1 0.00183
4 82 0.15072 74 5 0.00913
66 21 0.03835 132 5 0.00913
67 8 0.01461 133 49 0.08948
68 7 0.01278 134 61 0.1114
69 4 0.0073 135 36 0.06574
70 6 0.01096 136 126 0.2301
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d. Waktu Antar Kejadian Berdistribusi Lognormal
Tabel 4 Hasil Estimasi Parameter C.I untuk Waktu Antar Kejadian Berdistribusi
Lognormal
No. (Hari) | No. (Hari) |
1 17 0.040 71 3 0.045
2 34 0.012 72 2 0.026
3 3 0.045 73 1 0.006
4 82 0.001 74 5 0.067
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
66 21 0.030 132 5 0.067
67 8 0.070 133 49 0.005
68 7 0.071 134 61 0.003
69 4 0.059 135 36 0.011
70 6 0.070 136 126 0.000
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN
4.1. KESIMPULAN
Dari uraian sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa :
1. Persamaan likelihood temporal point process dapat dikonstruksi melalui
pendekatan lain yaitu dengan memandang point process sebagai suatu renewal
process. Pada pendekatan ini untuk mengetahui peluang terjadinya satu kejadian,
ataupun tidak terdapat kejadian dalam suatu selang tertentu yang cukup kecil,
maka akan dipandang sebagai suatu percobaan Bernoulli.
2. Pada kasus point process, konstruksi likelihood melibatkan perkalian terhadap
peluang tidak terdapatnya kejadian sejak waktu kejadian terakhir hingga ujung
selang pengamatan. Sehingga bentuk konstruksi fungsi Likelihood dari beberapa
kejadian point process diperoleh sebagai berikut := ∏ |ℋ ( , ] = 0= ∏ |ℋ −∫ ( |ℋ ) −∫ ( |ℋ )= ∏ |ℋ −∫ ( |ℋ ) … −∫ ( |ℋ )= ∏ |ℋ −∫ ( |ℋ )
3. Estimasi parameter Conditional Intensity yang dipandang sebagai suatu proses
renewal untuk tiap distribusi waktu antar kejadian ialah :
a. Eksponensial |ℋ =
b. Pareto
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|ℋ = = (∑ ln − ln )
c. Rayleigh |ℋ = = 2∑
d. Log Normal
|ℋ = 1√2 ( )1 − Φ (ln − )√2
dimana,
= ∑ ln , = ∑ (ln − )
4.2. SARAN
Hasil yang diperoleh dari penelitian ini masih terbatas pada kajian teoritis sehingga belum
dapat memberikan rekomendasi yang dapat digunakan secara langsung untuk kepentingan
forecasting peluang kemunculan kejadian yang akan datang. Disamping itu distribusi waktu
antar kejadian yang dikaji pada penelitian ini masih terbatas pada waktu antar kejadian
berdistribusi keluarga eksponensial. Oleh karena itu dibutuhkan penelitian lebih lanjut
mengenai pengujian distribusi waktu antar kejadian yang paling sesuai yang selanjutnya
dapat digunakan untuk menentukan model parametric untuk CI. Selanjutnya model
parametrik yang diperoleh dapat digunakan untuk memprakirakan peluang kemunculan
kejadian untuk periode yang akan datang.
****************
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